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La proprie´te´ de Dixmier pour les alge`bres de Lie de champs
de vecteurs
par : Mustapha RAI¨S (Poitiers)
Abstract : Given a linear representation ρ : g −→ gℓ(V ) of a Lie algebra g, one can define a
linear representation ρm : gm −→ gℓ(V
m) of the generalized Takiff algebra gm. It is proved here
that the vector fields defined by ρm on V
m do have the Dixmier property if those defined by ρ
have the same property. Examples where the result applies are given and in particular, those of
the adjoint or coadjoint representations of Takiff algebras.
1 Introduction au re´sultat principal
Le corps de base est K = R ou C. Sur les K-espaces vectoriels, on conside`rera divers espaces de
fonctions nume´riques ou vectorielles, suivant le cas : l’espace des fonctions polynoˆmes (K = R ou
C), celui des fonctions analytiques ou des fonctions C∞ (K = R), celui des fonctions holomorphes
entie`res (K = C). Ces fonctions seront dans la suite appele´es les fonctions lisses, et lorsqu’il s’agira
de fonctions nume´riques, chacun des espaces pre´ce´dents est une K-alge`bre, qu’on notera A.
• Soient W et E des K-espaces vectoriels de dimension finie. Un champ de vecteurs sur E,
avec parame`tres dans W , est une fonction lisse a : W × E −→ E, ou un ope´rateur diffe´rentiel
line´aire du premier ordre sur E :
(Lϕ)(w, e) =
(
d
dt
)
0
ϕ(e + ta(w, e))
ou` ϕ est une fonction nume´rique lisse sur E.
• Conside´rons en particulier une repre´sentation line´aire ρ : h −→ gℓ(E) d’une alge`bre de Lie
h, de dimension finie. Chaque e´le´ment x de h de´finit un champ de vecteurs ax : E −→ E, ax(e) =
ρ(x).e, i.e. un ope´rateur diffe´rentiel Lx, avec (Lxϕ)(e) =
(
d
dt
)
0
ϕ(e+ tρ(x).e) pour toute fonction
lisse sur E. L’ensemble {Lx|x ∈ h} de ces champs de vecteurs (les champs de Killing de ρ selon la
terminologie de [D] (no 19.3)) est une alge`bre de Lie de champs de vecteurs sur E et l’ensemble
des fonctions lisses ϕ : E −→ K telles que : Lxϕ = 0 pour tout x, est la sous-alge`bre A
g des
fonctions lisses g-invariantes.
De´finition : On dira que la repre´sentation (h, ρ, E) a la proprie´te´ de Dixmier lorsque :
Pour tout espace de parame`tres W , pour tout champ de vecteurs avec parame`tres a : W ×
E −→ E qui annule toutes les fonctions g-invariantes sur E,
• il existe une fonction lisse b : W × E −→ h telle que :
a(w, e) = ρ(b(w, e)).e ((w, e) ∈W × E)
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• ou encore, de fac¸on e´quivalente, il existe des fonctions lisses ψj sur W × E telles que :
a(w, e) =
∑
j
ψj (w, e)ρ(xj).e
ou` (xj)j est une base de h.
• ou encore, de fac¸on e´quivalente : a est combinaison line´aire, a` coefficients dans l’alge`bre des
fonctions lisses sur W × E, des champs de Killing de la repre´sentation ρ.
- Soient g une K-alge`bre de Lie de dimension finie, m un entier ≥ 0, et gm l’alge`bre de Lie
construite dans [R-T] (et connue depuis sous l’appellation d’alge`bre de Takiff ge´ne´ralise´e). Les
e´le´ments de gm, de´signe´s par des lettres capitales, s’e´crivent :
X = x0 + x1T + · · ·+ xmT
m = (x0, x1, . . . , xm)
ou` T est une inde´termine´e, et les xj sont des e´le´ments de g = g0. Le crochet de Lie de gm est
de´fini par : [∑
xr T
r,
∑
ys T
s
]
=
∑
r,s
[
xr, ys
]
T r+s mod Tm+1
- Soit maintenant ρ : g −→ gℓ(V ) une repre´sentation line´aire de g dans un espace vectoriel
V . On de´finit l’espace vectoriel Vm comme e´tant l’espace des :
F = f0 + f1 T + · · ·+ fmT
m = (f0, f1, . . . , fm)
ou` les fj sont des e´le´ments de V , et une repre´sentation line´aire ρm de gm dans Vm :
ρm(xrT
r).fsT
s = (ρ(xr).fs)T
r+s mod Tm+1
Le re´sultat principal obtenu ici est le
The´ore`me : Lorsque la repre´sentation (g, ρ, V ) a la proprie´te´ de Dixmier, il en est de meˆme de
la repre´sentation (gm, ρm, Vm).
2 Construction de fonctions lisses g
m
-invariantes sur V
m
2.1. Une fonction lisse Φ : Vm −→ K est gm-invariante si et seulement si :(
d
dt
)
0
Φ(F + tρm(X).F ) = 0
pour tous F =
∑
r
fr T
r et X =
∑
s xs T
s, c’est-ˆ-dire si et seulement si :
(
d
dt
)
0
Φ(f0 + tρ(x0)f0, f1 + t{ρ(x0)f1 + ρ(x1)f0}, . . . ,
2
fm + t{ρ(x0)fm + ρ(x1)fm−1 + · · ·+ ρ(xm)f0}) = 0
Supposons en particulier que la fonction Φ ne de´pende pas de la composante fm, i.e. qu’il
existe une fonction lisse θ sur Vm−1 telle que : Φ(f0, f1, . . . , fm) = θ(f0, f1, . . . , fm−1). La formule
ci-dessus exprime l’invariance de Φ sous l’action de gm de la manie`re suivante :(
d
dt
)
0
θ(f0 + tρ(x0).f0, . . . , fm−1 + t{ρ(x0)fm−1 + ρ(x1)fm−2 + · · ·+ ρ(xm−1).f0}) = 0
On notera donc, pour un usage ulte´rieur, la
Remarque : La fonction Φ est gm-invariante sur Vm si et seulement si la fonction θ est gm−1-
invariante sur Vm−1.
2.2. Pour construire des fonctions lisses gm-invariantes sur Vm, on adapte le proce´de´ utilise´ pour
les fonctions polynoˆmes dans [R-T] (Lemmes 3.2 et 3.5), aux fonctions lisses non ne´cessairement
polynomiales, en effectuant quelques modifications qui semblent ne´cessaires. Pour simplifier les
notations, et pour autant que cela n’introduise pas d’ambigu¨ıte´, on e´crira :
ρm(X)F = ρ(X)F = X.F (X ∈ gm, F ∈ Vm)
ρ(x)f = x.f (x ∈ g, f ∈ V )
2.3. Soient F = (f0, f1, . . . , fm) dans Vm, g : K −→ V la fonction de´finie par : g(t) = f0 + tf1 +
· · ·+ t mfm, et ϕ : V −→ K une fonction lisse. Pour chaque entier naturel k, on pose :
Φk(f0, . . . , fm) =
1
k!
(
d
dt
)k
0
ϕ(g(t))
et on obtient ainsi des fonctions lisses Φk : Vm −→ K
2.4. Proposition : Soit k un entier tel que 0 ≤ k ≤ m
1. Φk ne de´pend que des composantes f0, f1, . . . , fk, et pre´cise´ment :
Φk(F ) =
1
k!
(
d
dt
)k
0
ϕ(f0 + tf1 + · · ·+ t
kfk)
2. Φk est une fonction line´aire de la composante fk, et pre´cise´ment :
Φk(F ) = < dϕ(f0), fk > + ψk(f0, f1, . . . , fk−1) (∗)
ou` ψk : Vk−1 −→ K est une fonction lisse sur Vk−1.
3. Si ϕ est une fonction lisse g-invariante sur V , la fonction Φk : Vm −→ K est lisse et
gm-invariante sur Vm.
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De´monstration :
• D’apre`s la formule classique de Faa-di-Bruno
1
k!
( d
dt
)k
ϕog =
∑ 1
q1!q2! · · · qk!
(dqϕ)og.(
g′
1!
)[q1] (
g′′
2!
)[q2] · · · (
g(k)
k!
)[qk])
ou` q = q1 + q2 + · · · + qk et la somme est prise sur tous les entiers q1, q2, . . . , qk ve´rifiant :
q1+2q2+ · · ·+kqk = k (les notations e´tant celles habituelles du calcul diffe´rentiel). Par exemple
(dqϕ)(g(t)) est une q-forme multiline´aire syme´trique, qu’on e´value sur q vecteurs ou` g
′(t)
1! figure
q1 fois,
g′′(t)
2! figure q2 fois,. . . ,
g(k)(t)
k! figure qk fois.
On a :
1
r!
g(r)(0) = fr et :
Φk(f0, f1, . . . , fm) =
∑ 1
q1! · · · qk!
(dqϕ)(f0).(f
[q1]
0 , . . . , f
[qk]
k )
ne de´pend que des composantes f0, f1, . . . , fk. Ceci de´montre la partie 1.
• Dans la somme ci-dessus, il y a le terme correspondant a` q1 = · · · = qk−1 = 0 et qk = 1, et
dans tous les autres termes, on a : q1 + 2q2 + · · ·+ (k − 1)qk−1 = k et qk = 0. Ainsi :
Φk(f0, f1, . . . , fm) =< dϕ(f0), fk > + ψk(f0, f1, . . . , fk−1)
ou` ψk est une fonction lisse sur Vk−1. Ceci de´montre la partie 2.
• Soit ϕ une fonction lisse g-invariante sur V . Pour tous t et s dans K, x0, x1, . . . , xm dans
g, et f0, f1, . . . , fm dans V , on a :(
d
ds
)
0
ϕ(
∑
tjfj + sρ(
∑
tixi).
∑
tjfj) = 0.
On a : ρ(
∑
0≤i≤m
tixi).
∑
0≤j≤m
tjfj =
∑
0≤j≤m
tjhj + t
m+1k(t), avec :
hj =
∑
0≤r≤j
xr.fj−r.
D’ou` : ∑
tjfj + s ρ(
∑
tixi).
∑
tjfj =
∑
tj(fj + shj) + st
m+1k(t)
et lorsque 0 ≤ k ≤ m : (
d
dt
)k
0
ϕ(
∑
tjfj + sρ(
∑
tixi).
∑
tjfj)
=
(
d
dt
)k
0
ϕ(
∑
tj(fj + shj) = Φk(f0 + sh0, f1 + sh1, . . . , fm + shm))
On a donc :
( d
ds
)
0
Φk(f0+sh0, f1+sh1, . . . , fm+shm) =
( d
dt
)k
0
(
d
ds
)0 ϕ(
∑
tjfj +sρ(
∑
tixi).
∑
tjfj) = 0
Comme : (f0 + sh0, f1 + sh1, . . . , fm + shm) = (f0, . . . , fm) + sρm(x0, . . . , xm).(f0, . . . , fm). On
voit que les Φk sont gm-invariantes.
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3 La proprie´te´ de Dixmier pour la repre´sentation (g
m
, ρ
m
, V
m
)
Il s’agit de montrer que (gm, ρm, Vm) a la proprie´te´ de Dixmier, sous l’hypothe`se que (g, ρ, V )
a cette meˆme proprie´te´. La de´monstration se fait par re´currence sur m, sachant que le cas m = 0
correspond a` l’hypothe`se. On suppose m > 0.
• Soit a = (a0, a1, . . . , am) : W × Vm −→ Vm un champ de vecteurs qui annule toutes les
fonctions gm-invariantes sur Vm, i.e. tel que :(
d
ds
)
0
Φ(f0 + sa0(w, f0, f1, . . . , fm)), . . . , fm + sam(w, f0, f1, . . . , fm)) = 0
pour toute fonction ψ : Vm −→ K, gm-invariante.
On applique ceci, en particulier, a` toutes les fonctions gm-invariantes :
Φ(f0, . . . , fm) = θ(f0, . . . , fm−1)
qui ne de´pendent que des composantes f0, . . . , fm−1. D’apre`s la remarque 2.1, il vient :
(
d
ds
)
0
θ(f0 + sa0(w, . . . , fm), . . . , fm−1 + sam−1(w, f0, . . . , fm)) = 0
pour toute fonction θ, gm−1-invariante sur Vm−1. Par l’hypothe`se de re´currence, il existe des
fonctions lisses bj : W × Vm −→ g (0 ≤ j ≤ m− 1) telles que :
(a0, a1, . . . , am−1) = ρm−1(b0, b1, . . . , bm−1).(f0, . . . , fm−1).
On ve´rifie imme´diatement que :
ρm(b0+b1T + · · ·+bm−1T
m−1).(f0+f1T + · · ·+fmT
m) = (a0, a1, . . . , am−1, 0)+(0, 0, . . . , 0, cm)
avec cm = b0.fm + b1.fm−1 + · · ·+ bm−1.f1. D’ou` :
(a0, a1, . . . , am) = (a0, a1, . . . , am−1, 0) + (0, 0, . . . , 0, am)
= ρm(b0, . . . , bm−1, 0).(f0, f1, . . . , fm) + (0, 0, . . . , 0, am − cm)
et le champ de vecteurs (0, 0, . . . , 0, am− cm) annule les fonctions gm-invariantes. En particulier,
pour toute fonction lisse g-invariante ϕ : V −→ K, on a :
(
d
ds
)0 Φm(f0, f1, . . . , fm−1, fm + s(am − cm)) = 0
avec Φm(f0, . . . , fm−1, fm) =< dϕ(f0), fm > +ψm(f0, f1, . . . , fm−1) (on applique la formule (⋆)
de 2.4). Donc :
< dϕ(f0), am − cm >= 0
et a` nouveau la proprie´te´ de Dixmier de (g, ρ, V ) assure l’existence d’une fonction lisse bm :
W × Vm −→ g telle que
am = cm + bm.f0 = b0.fm + b1.fm−1 + · · ·+ bm−1.f1 + bm.f0
Ainsi : (a0, a1, . . . , am) = ρm(b0, . . . , bm).(f0, f1, . . . , fm), cqfd.
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4 Notes bibliographiques
4.1. A l’origine (cf. [Dix]), J. Dixmier examine la repre´sentation adjointe (g, ad, g) d’une alge`bre
de Lie semi-simple sur K = R ou C et de´montre la “proprie´te´ de Dixmier” (toutefois pour les
champs de vecteurs sans parame`tre), pour toutes les alge`bres A de l’introduction a` l’exception,
lorsque K = R, de celle des fonctions de classe C∞. En fait l’extension aux champs de vecteurs
avec parame`tres est imme´diate, et en particulier, on peut supposer g re´ductive ci-dessus.
4.2. La de´monstration de la proprie´te´ de Dixmier pour la repre´sentation adjointe (gm, adm, gm)
de l’alge`bre de Takiff ge´ne´ralise´e, dans le cas ou` g est semi-simple et A est l’alge`bre des fonctions
polynoˆmes, se trouve dans [Ra].
4.3. Suite a` une question que je lui ai pose´e, A. Bouaziz a de´montre´ la proprie´te´ de Dixmier pour
la repre´sentation adjointe d’une alge`bre de Lie re´ductive re´elle et pour l’alge`bre A des fonctions
de classe C∞ (cf. [Bou]).
Compte tenu du the´ore`me de´montre´ ici, la repre´sentation adjointe d’une alge`bre de Takiff gm,
construite sur une alge`bre de Lie re´ductive g, a la proprie´te´ de Dixmier pour toutes les alge`bres
A de fonctions lisses.
4.4. La proprie´te´ de Dixmier a e´te´ de´montre´e par D. Panyushev ([Pa]) dans le cas ou` A est
l’alge`bre des fonctions polynoˆmes, pour les alge`bres de Takiff gm, sous la condition que g ap-
partienne a` une classe particulie`re d’alge`bres de Lie, celle dite des “3-wonderful Lie algebras”.
Panyushev de´montre que gm est une “3-wonderful Lie algebra” de`s que g elle-meˆme appartient a`
cette meˆme classe d’alge`bres de Lie, et qu’en particulier les alge`bres de Lie re´ductives complexes
sont des “3-wonderful Lie algebras”.
5 Quelques remarques
5.1. Sur Vm, on a construit, pour chaque ϕ dans A
g, (m + 1) fonctions gm-invariantes Φ0,
Φ1, . . . ,Φm. Lorsque ϕ de´crit A
g, l’ensemble de ces fonctions est en fait une sous-alge`bre B de
Agm(Vm), et un examen attentif de la de´monstration donne´e dans 3 ci-dessus montre que pour
qu’un champ de vecteurs annule toutes les fonctions gm-invariantes, il suffit qu’il annule les
fonctions appartenant a` B. En un certain sens a` pre´ciser, la sous-alge`bre B est dense dans A.
5.2. Soit ρ : g −→ gℓ(V ) une repre´sentation de g dans V . Un champ de vecteurs a : W×V −→ V
est dit tangent aux orbites de g, lorsque :
a(w, v) ∈ ρ(g).v pour presque tout v dans V
(presque tout e´tant relatif suivant le cas a` la topologie de Zariski ou a` la topologie nume´rique).
Supposons que (g, ρ, V ) ait la proprie´te´ de Dixmier. Il est clair alors qu’un champ de vecteurs
sur V annule les fonctions g-invariantes si et seulement s’il est tangent aux g-orbites.
5.3. Soit ρ : g −→ gℓ(V ) une repre´sentation line´aire de g et soit θ : V −→ V ′ une bijection
line´aire de V sur un espace vectoriel V ′. La formule :
τ(x) = θ ◦ ρ(x) ◦ θ−1 (x ∈ g)
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de´finit une repre´sentation τ de g dans V ′, (e´quivalente a` ρ). On ve´rifie aise´ment que (g, ρ, V ) a
la proprie´te´ de Dixmier si et seulement si (g, τ, V ′) a cette meˆme proprie´te´. Une application de
cette remarque est faite ci-dessous.
5.4. Soit g une alge`bre de Lie quadratique, de sorte que l’alge`bre de Takiff gm est elle-meˆme
quadratique (voir [R-T], 3.8). Autrement dit les repre´sentations adjointe et coadjointe de gm sont
e´quivalentes. Par suite, lorsque (g, ad, g) a la proprie´te´ de Dixmier, la repre´sentation coadjointe
de gm a cette meˆme proprie´te´ (et vice-versa).
5.5. Soit g une alge`bre de Lie, dont la repre´sentation coadjointe a la proprie´te´ de Dixmier. D’apre`s
le the´ore`me principal de´montre´ ici, la repre´sentation (gm, (ad
∗)m, (g
∗)m) a cette meˆme proprie´te´.
Mais cette repre´sentation de gm dans (g
∗)m (identifie´ de manie`re e´vidente a` (gm)
∗) n’est pas la
repre´sentation coadjointe de gm. Toutefois, notons ρ la repre´sentation (gm, (ad
∗)m, (g
∗)m) et τ
la repre´sentation (gm, (adm)
∗, g∗m). Avec X = (x0, . . . , xm) dans gm et F = (f0, f1, . . . , fm) on
a :
ρ(X).F = (g0, g1, . . . , gm) avec :
gk = ad
∗(x0).fk + ad
∗(x1)fk−1 + · · ·+ ad
∗(xk).f0
tandis que : (formules extraites de ([R-T], 1.5) :
τ(x).G = (g′0, g
′
1, . . . , g
′
m) avec
g′k = ad
∗(x0).fk + ad
∗(x1).fk+1 + · · ·+ ad
∗(xm−k).fm
On ve´rifie alors que :
τ(X) = θ ◦ ρ(X) ◦ θ
ou` θ(f0, . . . , fm) = (fm, fm−1, . . . , f0).
Ainsi : lorsque la repre´sentation coadjointe de g a la proprie´te´ de Dixmier, la repre´sentation
coadjointe de gm a cette meˆme proprie´te´.
6 Autres exemples
6.1. Dans le cas de l’alge`bre A des fonctions polynoˆmes, l’e´tude de la proprie´te´ de Dixmier
pour des repre´sentations (g, ρ, V ), ou` ρ n’est ni la repre´sentation adjointe ni la repre´sentation
coadjointe d’une alge`bre de Lie, a fait l’objet de travaux de Levasseur et Stafford, Levasseur et
Ushirobira, et plus re´cemment de Panyushev. On pourra consulter [Pa] et sa bibliographie.
6.2. Dans le cas des alge`bres de fonctions C∞, des re´sultats ne´gatifs sont de´crits dans ([Ra], 3)
et au moins un re´sultat positif qui est celui ou` g = R est “le” radical nilpotent de sl(2), et ρ est
la restriction a` g de la repre´sentation irre´ductible de dimension ≥ 3 de sl(2) ([Ra], 3.2.2). En
appliquant le the´ore`me principal, on peut multiplier les exemples de repre´sentations des alge`bres
Rk ayant la proprie´te´ de Dixmier.
6.3. On traite ici le cas d’un espace sym?trique de rang 1. Soient g = so(n) et ρ : g −→ gℓ(Rn)
la repre´sentation naturelle de so(n) dans Rn. Soit L =
∑
ai
∂
∂xi
un champ de vecteurs sur Rn, a`
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coefficients C∞, qui annule la fonction g-invariante :
Q(x1, . . . , xn) =
1
2
(x21 + · · ·+ x
2
n).
On a donc
∑
aixi = 0. On pose :
ω = dQ =
∑
xidxi
α =
∑
i
(−1)i−1aidx1 ∧ · · · ∧
(
dxi
)∨
∧ · · · ∧ dxn
de sorte que ω∧α =
(∑
i
aixi
)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn et LQ = 0 si et seulement si ω∧α = 0. D’apre`s
[M], il existe une (n − 2)-forme diffe´rentielle β sur Rn, a` coefficients C∞, telle que : α = ω ∧ β.
Il en re´sulte qu’il existe une matrice antisyme´trique (bij) a` coefficients bij fonctions C
∞ sur Rn
telle que : ai =
∑
j
bijxj (1 ≤ i ≤ n). On a donc :
∑
i
ai
∂
∂xi
=
∑
i,j
bijxj
∂
∂xi
=
∑
i<j
bij(xj
∂
∂xi
− xi
∂
∂xj
)
et (so(n), ρ,Rn) a la proprie´te´ de Dixmier.
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